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1. Fie a,b,c,x,y si z numere rationale strict pozitive astfel incat a_ 9 = E.
X y z

a) Sase demonstreze ca daca y este media aritmetica a numerelor x si z atunci b reprezinta media
aritmetica a numerelor a sic.

b) Demonstrati ca (2a+b+3c)(3x+4y +5z) =(2x+y +3z)(3a+4b+5c).

2. a) Determinatj perechile de numere naturale nenule (x,y) astfel incat 1+1 = 1 :
Xy

b) Demonstrati ca numarul a = 2011 +2012° +2013% este numar iratjonal.

3. Pelatura (BC) a triunghiului oarecare ABC se considera un punct M . Fie T si U picioarele
perpendicularelor duse din A pe bisectoarele unghiurilor AMB, respectiv AMC .

a) Demonstrati ca [AM]=[TU];

b) Demonstrati ca TU||BC.

4. Fie patratul ABCD sipunctele E € (BC),F «(DC) . Dacd m(<BAE)=15"si m(<«DAF)=30", sa se
determine m(<cAEF).

(Gazeta Matematica nr. 7-8-9 /2011)

NOTA

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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1.

a) Fie a,b,c € IR. Demonstrati ca:
(a+b—c)’ +(a—b+c) +(-a+b+c) +(a+b+c) =4(a’+b*+c?).

b) S se demonstreze ca numarul A =22% +44* +66% se poate scrie ca 0 suma de patru numere naturale
patrate perfecte.

Se considera tetraedrul VABC si punctele M, N si P mijloacele muchiilor VA, VB, respectiv VC .

a) Demonstrati ca planele (ABC) si (MNP) sunt paralele;

b) Daca T reprezinta piciorul perpendicularei din V' pe bisectoarea unghiului <cVAB, demonstrati ca
punctele M,N,P si T sunt coplanare.

a) Fie a,b,c Z astfel incat av/3+by5 =c. Demonstratica a=b=c=0;
2

X + Y = .
\f2+\/§ \/4+«/ﬁ \j’3+«/§

b) Determinati numerele x,y e Z astfel incat

Pe planul patratului ABCD se ridica in punctul A perpendiculara SA, cu SA= AB —a3.Fie M e (BC) astfel
incdt MC =a.

a) Demonstratica BD 1. SC;
b) Calculaij distanta de la punctul S la dreapta MD .
(Supliment Gazeta Matematica nr. 11 /2011)

NOTA

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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1. Fie AD, BE si CF bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC, cu D € (BC), E €(AC)si F e(AB).

a) Demonstrati ca AD = M unde b=AC si ¢ = AB;
b+c
b) Demonstrati ci AD < -22C. -
b+c

c) Demonstraticda AD+BE+CF <AB+BC+CA.

2. Se considera un triunghi echilateral ABC .si M un punct interior. Fie D,E si F proiectiile punctului M pe
laturile BC, CA si respectiv AB.

a) Demonstrati c& MD +ME +MF :gWO, unde O este centrul cercului circumscris triunghiului;

b) Fie G centrul de greutate al triunghiului DEF , demonstrati ca punctele M,0O si G sunt coliniare.

3. a) Fie xeRR.Demonstratica x(x+1)—(x+1)(x+2)—(x+2)(x+3)+(x+3)(x+4)=4;

b) Sa se demonstreze ca pentru orice k € Z, exista n N’ si 0 alegere convenabild a semnelor + si —
astfel incat:

2k =£1-2+2-3%...+n(n+1).
(Gazeta Matematica nr.7-8-9 /2011- enunt modificat)

4, Se considera numerele reale x,y,z € (O,oo) astfel incat x +y +z =1.

X=y ,y-Z Z-X

a) Demonstrati ca =0;
XY+zZ yz+Xx zx+y
b) Demonstrati ca AU S——. 9 :
Xy+z yz+x zx+y 4
NOTA
e Toate subiectele sunt obligatorii;
o Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;
e Nu se acorda puncte din oficiu;
e Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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1. a) Fie a,beR astfel incat 3

. Demonstrati ¢ |a| = |b|;

a+b 3fa+ib
2 2

b) Determinati solutiile reale ale ecuatiei 3/x +1—3/x—1=2.

2. Fie z,u,w e C astfel incat z+u+w =0.
a) Demonstratj ca 3(|z|2 +|u|2 +|W|2) =|z —u|2 +u —w|2 +|w —z|2;

b) Demonstrati ca 3(|z|+|u|+|w|) < 2(]z—u|+|u—w|+|w-2]).

, Ny . n+1_ 1
3. a) Fie n unnumar natural, n>2. Demonstratj ca Iogm,&_”nT >—;

X , . X . ,
b) Sé& se rezolve ecuatia 2 +27" = 20055 in multimea numerelor reale.

(Gazeta Matematica nr.7-8-9 /2011)

4, Fie a>0, a=1.8Sa se determine toate funciiile f :[0,1] — IR care verifica simultan condiiile:
i) [FO)-F(y)<
(i) {(0).f(1)}={ta}.

a —ay‘ , Vx,y €[01];

NOTA

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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b
1. Fie matricea A:(g qu ac(01)sibeR.

a

. v . v . . . a A n an bn .
a) Demonstrati ca existd sirurile (a,) . si (b,) - astfelincat A" = 04 )

n

b) Calculafj Jm(a1 +a,+..+a,);

c) Calculati limb,.

n—oo

2. Fie ABeM,(R)astfel incat Tr(AB)=Tr(A)Tr(B).
a) Demonstrati ca det(A+B)=detA-+detB;

b) Demonstrati ca det(xA-+yB)-+det(yA+xB) =(x*+y*)(detA+detB), pentru orice x,y € R.

S+ ax

3. Consideram sirul (x,) ., definitprinx,,, = X“1 “,n>o0, X,€(0,1) sia>0.
< +a

a) Demonstrati ca x, €(0,1) pentruorice neN';
b) Demonstrati ca sirul (xn )neN este convergent si calculatj limita sa.

(Gazeta Matematica nr. 11 /2011 enunt modificat)

4. Se considera o functie f :7Z — 7 astfel incat
() [f(n+1)—f(n)| <1 (V)neZ;
(i) existd x,y € Z, x < y astfel incat f(x)f(y)<O0.

a) Demonstratica [x—y|>2;

b) Demonstrati ca existd ¢ € Z, x <c <y astfel incat f(c)=0.

NOTA

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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1. Pe multimea numerelor reale R, definim legea "o" definita prin xoy =xy +x+y, pentru orice x,y e R .
a) Demonstrati ca (R\{-1},o) este grup comutativ;

1
2012°

b) Calculati1ololo...o
2 3

2. a) Calculatijx3ln2xdx,pentru x>0.

b) Calculati Iﬁdx, pentru x >0.

3. Fie (G:)ungrupsi f:G—G, f(x)=x", neN, n>2 un morfism.
a) Demonstratica x"'y" =y"x"";

b) Dacainplus G este finitcu n>—n—1 elemente, aratati c& G este comutativ.
(Gazeta Matematica nr. 12 /2011)

4. Fie f:R — R o functie continua si periodica de perioada principala T > 0.

X T
a) Sésearatecafunctia F:R >R, F(x)= If(t)t —;J.f(t)dt este periodica;
0 0
T 1% ,
b) Demonstratica lim — f(t)dt:?J'f(t)dt,

X—>00
X 0 0

c) Dacd o e[1,»), calculat] Jm% tf (t)at .
0

NOTA

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 10 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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